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A aula de hoje

® Funcao de Producao Agregada:
® Produtividade.
® Componentes e caracteristicas da funcdo de producéo.
® Produtividade Total dos Fatores (PTF).
® Cobb-Douglas.

¢ Crescimento:
® Determinantes do crescimento.
® Poupanca e investimento.
® Modelo de Solow: acumulacio de capital e estado estacionario (k*).

® Estatica Comparativa: + se | 4.
e Exercicios.
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Aula passada: uma revisao rapida

® Encerramos contabilidade nacional: como medir a atividade econémica.
e Padrao de vida é bem aproximado pelo PIB real per capita.

¢ Distincdo entre nivel e crescimento (g):
Y, =Yo(1+9)".
® Taxa de crescimento constante: crescimento exponencial.

® Motor do longo prazo: produtividade.

® Determinantes: capital humano, capital fisico, recursos naturais e tecnologia.
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Funcao de Producao Agregada

Referéncia: Acemoglu, Laibson e List, caps. 6-7 (ou 20-21)



Produtividade

e Produtividade: quantidade de produto por unidade de insumo.

® Em especial: quantidade de bens e servicos produzido por unidade de trabalho.

¢ Diferencas de produtividade emergem de diferencas nos componentes:
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Produtividade

e Produtividade: quantidade de produto por unidade de insumo.

® Em especial: quantidade de bens e servicos produzido por unidade de trabalho.

¢ Diferencas de produtividade emergem de diferencas nos componentes:

1. Capital humano: estoque de habilidades e conhecimento capaz de gerar producao.
Educacgdo, saude, experiéncia, treinamentos, etc.

2. Capital fisico: estoque de maquinas, equipamentos, infraestrutura.
Investimento das firmas e do governo.

3. Tecnologia: conjunto de conhecimento sobre processos e eficiéncia no uso dos recursos.
Pesquisa e desenvolvimento, inovacdo, etc.

e Recursos naturais: vamos tratar como parte do estoque de capital fisico.
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Funcao de Producao Agregada

® Regra que relaciona como os insumos determinam a quantidade de produto.
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Funcao de Producao Agregada

® Regra que relaciona como os insumos determinam a quantidade de produto.

e Agregada: tratamos a producio de toda a economia como um Unico “produto”, o PIB (Y).
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Funcao de Producao Agregada

® Regra que relaciona como os insumos determinam a quantidade de produto.

e Agregada: tratamos a producio de toda a economia como um Unico “produto”, o PIB (Y).

Y = F(A, K, L)

e Y: producido agregada (PIB).

K: capital fisico.

L: trabalho.

e A: tecnologia.
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Uma versao particular: A multiplicativo

Y =A-F(K, L)

e Tecnologia (A4) ndo é um insumo padrdo: ndo é um fator de producio que se pode contratar.
e Age como um condicionante da relacio entre os insumos (K, L) e o total produzido (Y).

e Melhor tecnologia (1 A): a mesma quantidade de K e L produz mais Y.
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O fator trabalho (L)

® Versao mais simples: quantidade de trabalhadores.
® [, é o niumero de trabalhadores (ou horas).

® N é o tamanho da populacio.
® Todos os trabalhadores sao igualmente produtivos — fator homogéneo.

® \ersao que usaremos hoje.
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Fator trabalho com capital humano (H)

e Uma complexificacdo: o que importa para a producio é a eficiéncia do trabalho.

® Quantidade total de unidades de eficiéncia de trabalho: H

H=Lxh

® h é a eficiéncia média = capital humano por trabalhador.

® Trabalhadores podem ter niveis diferentes de capital humano (h; diferentes).
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Fator trabalho com capital humano (H)

e Uma complexificacdo: o que importa para a producio é a eficiéncia do trabalho.
® Quantidade total de unidades de eficiéncia de trabalho: H
H=Lxh

® h é a eficiéncia média = capital humano por trabalhador.

® Trabalhadores podem ter niveis diferentes de capital humano (h; diferentes).

e Afuncéo de producdo passaaserY = AF(K, H).

® Vamos assumir que h = 1 (todos os trabalhadores sio igualmente produtivos) —+ H = L.
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Caracteristicas da funcao de producao

1. Crescente nos dois insumos.
® Mais K (com L fixo) = mais Y.

® Mais L (com K fixo) = mais Y.
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Caracteristicas da funcao de producao

1. Crescente nos dois insumos.
® Mais K (com L fixo) = mais Y.
® Mais L (com K fixo) = mais Y.

® Funcido de producdo monétona.
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Caracteristicas da funcao de producao

1. Crescente nos dois insumos.
® Mais K (com L fixo) = mais Y.
® Mais L (com K fixo) = mais Y.

® Funcao de producdo monétona.

2. Produto marginal decrescente nos dois insumos.
® Cada maquina adicional rende menos do que a anterior (L fixo).

® Cada trabalhador adicional rende menos do que o anterior (K fixo).
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Caracteristicas da funcao de producao

1. Crescente nos dois insumos.
® Mais K (com L fixo) = mais Y.
® Mais L (com K fixo) = mais Y.

® Funcao de producdo monétona.

2. Produto marginal decrescente nos dois insumos.
® Cada maquina adicional rende menos do que a anterior (L fixo).
® Cada trabalhador adicional rende menos do que o anterior (K fixo).

® Funcdo de producio concava.
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Mais K ajuda, mas cada vez menos

L e A fixos: Y crescente e cobncava em K
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Tecnologia (A)

® Tecnologia é uma receita / condicdo da relacdo entre insumos e produto.

® 1 A: o mesmo par (K, L) (ou K, H) geramais Y.

10/46



Tecnologia (A)

® Tecnologia é uma receita / condicdo da relacdo entre insumos e produto.
® 1 A: o mesmo par (K, L) (ou K, H) geramais Y.

e Corresponde a dois fenbmenos:

® O conjunto de conhecimentos sobre processos produtivos.

® A eficiéncia com que os insumos sdo utilizados e alocados.
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Tecnologia (A)

® Tecnologia é uma receita / condicdo da relacdo entre insumos e produto.
® 1 A: o mesmo par (K, L) (ou K, H) geramais Y.

e Corresponde a dois fenbmenos:

® O conjunto de conhecimentos sobre processos produtivos.

® A eficiéncia com que os insumos sdo utilizados e alocados.

Produtividade Total dos Fatores (PTF): o que sobra de Y depois de contabilizar K e L.

® Também chamado de Residuo de Solow.

® Capacidade da economia de produzir o maximo possivel dados os recursos.
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1 A: a curva sobe

Mesmos insumos, mais produto

—— A baixo
—— Aalto

L fixo.
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Uma forma funcional: a funcao de producao Cobb-Douglas

® Trabalho homogéneo:

F(K,L)= K*L'™, 0<a<l.

® « é aelasticidade do produto em relacdo a K.
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Uma forma funcional: a funcao de producao Cobb-Douglas

® Trabalho homogéneo:

F(K,L)= K*L'™, 0<a<l.
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Uma forma funcional: a funcao de producao Cobb-Douglas

® Trabalho homogéneo:

F(K,L)=K*L'"?, 0<a<l.

® « é aelasticidade do produto em relacdo a K.

Y=AK>L[1~¢

® Com capital humano:
Y = AK® H'™¢, H=1Lxh.
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Rendimentos de escala

e O que acontece quando aumentamos todos os insumos na mesma proporcao?
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Rendimentos de escala

e O que acontece quando aumentamos todos os insumos na mesma proporcao?
® Rendimentos constantes de escala: a producdo aumenta na mesma proporcao.
® Rendimentos decrescentes de escala: a producdo aumenta menos que proporcionalmente.

® Rendimentos crescentes de escala: a producdo aumenta mais que proporcionalmente.
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Rendimentos de escala

e O que acontece quando aumentamos todos os insumos na mesma proporcao?
® Rendimentos constantes de escala: a producdo aumenta na mesma proporcao.
® Rendimentos decrescentes de escala: a producdo aumenta menos que proporcionalmente.

® Rendimentos crescentes de escala: a producdo aumenta mais que proporcionalmente.

® Funcao Cobb-Douglas tem retornos constantes de escala:

F(2K,2L) =2 F(K, L)
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Um exemplo numeérico

Y = AK'Y3 /3

® o = 1/3: participacdo do capital na renda (tipicamente).
® (1 — «)=2/3: participagdo do trabalho.

® Considereque A=1eL =1.

Qualovalorde Y se K = 8? Ese K = 64?
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Um exemplo numérico
A=1,L=1la=1/3=Y =K!/3

Produtividade marginal decrescente: mais K ajuda, mas cada vez menos.

K Y=KY3
8 2
64 4

K aumentou 8 vezes, Y aumentou so 2 vezes!
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Rendimentos de escala # Produtividade marginal

Rendimentos constantes de escala

Todos 0s insumos aumentam na
mesma proporcao

Dobrar K e L = Y dobra.

F(2K,2L) = 2F (K, L)

Produtividade marginal decrescente

Apenas um insumo aumenta, os
outros fixos

Dobrar K (com L fixo) = Y sobe,
mas nao dobra.

F(2K,L) < 2F(K, L)
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Forma intensiva: por trabalhador

e Defina

e Com Cobb-Douglas:
y = Ak®.

e PIB per capita é proporcional a y se L acompanha a o crescimento da populacao.
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Diagrama de Solow: y e k

y = Ak“

y=Y/L

k=K/L
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Crescimento

Referéncia: Acemoglu, Laibson e List, Apéndice do cap. 7 (ou 21)



Crescimento

® Produto agregado: Y = AK*L!~«,

Yi—Yia

* Crescimento econémico: g; = ~5—-
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Crescimento

® Produto agregado: Y = AK*L!~«,

Yi—Yia

* Crescimento econémico: g; = ~5—-

e Como crescer?

° L
® |imitado pelo crescimento populacional (V).

® Se L e N aumentam na mesma proporcao, Y per capita ndo muda.

® Quando importa: expectativa de vida, transicdo demografica, participacdo feminina.
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Crescimento

® Produto agregado: Y = AK*L!~«,

e Crescimento econémico: g; = %

e Como crescer?
L
® |imitado pelo crescimento populacional (V).
® Se L e N aumentam na mesma proporcao, Y per capita ndo muda.
® Quando importa: expectativa de vida, transicdo demografica, participacdo feminina.

® 1 H: ganhos de capital humano.
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Crescimento

® Produto agregado: Y = AK*L!~«,

Yi—Yia

* Crescimento econémico: g; = ~5—-

e Como crescer?

L
® |imitado pelo crescimento populacional (V).
® Se L e N aumentam na mesma proporcao, Y per capita ndo muda.
® Quando importa: expectativa de vida, transicdo demografica, participacdo feminina.

® 1 H: ganhos de capital humano.
® 1+ K — Aula de hoje.

® 1+ A — Prdxima aula (hoje, assumimos A constante).
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Acumulacao de capital

1 K depende de investimento

® |nvestimento é a origem da acumulacio de capital.

e Considere uma economia fechada e sem governo: Y = C + I.

® Consumidores podem fazer duas coisas: consumir ou poupar.
® Poupanca é a parte da renda que ndo é consumida: S =Y — C.

® Assuma que os consumidores poupam uma fracdo s darenda: S = sY,com0 < s < 1.
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Acumulacao de capital

1 K depende de investimento

® |nvestimento é a origem da acumulacio de capital.

e Considere uma economia fechada e sem governo: Y = C + I.

® Consumidores podem fazer duas coisas: consumir ou poupar.
® Poupanca é a parte da renda que ndo é consumida: S =Y — C.

® Assuma que os consumidores poupam uma fracdo s darenda: S = sY,com0 < s < 1.

¢ |dentidade: Renda = Produto

C+S=Y=C+1 = S=I=sY.

20/46



Acumulacao de capital

1 K depende de investimento

® |nvestimento é a origem da acumulacio de capital.

Considere uma economia fechada e sem governo: Y = C + 1.

® Consumidores podem fazer duas coisas: consumir ou poupar.
® Poupanca é a parte da renda que ndo é consumida: S =Y — C.

® Assuma que os consumidores poupam uma fracdo s darenda: S = sY,com0 < s < 1.

Identidade: Renda = Produto

C+S=Y=C+1 = S=I=sY.

® De onde vem s? Veremos na préxima unidade. Hoje s é dado.
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Lei de movimento do capital

e Quantidade de capital aumenta com o investimento (I).

e Depreciacdo: uma fracdo § do estoque existente se perde a cada periodo (0 < § < 1).
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Lei de movimento do capital

e Quantidade de capital aumenta com o investimento (I).
e Depreciacdo: uma fracdo § do estoque existente se perde a cada periodo (0 < § < 1).

e Variacido do estoque de capital:

Ki=Ki 1 —0Ki 1+ 1;

AK, = I, — §K,_;.
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Os trés blocos do modelo de Solow

1. Funcdo de producdo: Y = AK*L1~2,
2. Acumulacao de capital: AK =T — 0K.

3. Poupanca: S = sY = 1.

AK = sF(K,L) - 0K.
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Producao, consumo e poupanca

GDP,
consumption s Y = A x F (K, H)
and saving A

Consumption

oo SxAxF(K H)

» |
>

Saving = investment

K = Physical capital stock
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Lei de movimento do capital

AK = sF(K,L) - 0K.

® O estoque de capital amanha depende da quantidade de capital hoje.

® Quanto maior K:

1. Maior a producdo — maior poupanca — maior investimento.

2. Maior a quantidade depreciada.

® Uma relacdo tem retornos decrescentes, a outra é linear.
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O diagrama de Solow

0K

sY
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Modelo de Solow em forma intensiva

Variaveis por trabalhador

e Vamos assumir que L é constante (sem crescimento populacional).

¢ Defina:
* k = X é o capital por trabalhador.

° y= % € o produto por trabalhador.
o f(k)=FUSH KQLTM = k* é a funcao de producao por trabalhador.
¢ Lei de movimento do capital:
Ak=sy —0dk
= sAk® — ok.
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O diagrama de Solow em forma intensiva

ok

sAk®
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Estado estacionario: £*

® Valor de equilibrio de k: fica estavel ao longo do tempo.
® As duas forcas se equilibram — Ak = 0 — Intersecado das duas curvas:
sAkY = 0k

e Aesquerda de k*: sy > 6k = k sobe.

e Adireita de k*: sy < 0k = k cai (depreciagdo maior que investimento).

Em k*, y* = A(k*)> é constante.

Sem progresso técnico, o crescimento de y no estacionario é zero.
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O estado estacionario

AE”

ok

sAk®
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O crescimento ocorre apenas na transicao

* Se a economia parte de ko < k*, k (e y) crescem rumo ao estacionario.
e Esse crescimento desacelera — PMg decrescente — e para em k*.

e O capital ndo cresce para sempre: rendimentos decrescentes encontram a depreciacao.

Existe um k* para o qual a economia converge.
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Estatica comparativa: 1 s

ok
® A curva sy sobe.
S1Y
<y i ® Novo cruzamento com §k mais a direita.

; i ® k* ey* sobem.

| |

i i ® Na transicao, g, > 0.

1 |

kd kY ® No novo estacionario, g, = 0 de novo.
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Estatica comparativa: 1 ¢

e Areta 6k fica mais ingreme.
e O cruzamento com sy desloca-se para a esquerda.

® k*ey* caem.

1 6 (capital mais duravel) tem o efeito simétrico: k* e y* sobem.
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Poupanca e crescimento sustentado

Poupanca mais alta deixa o pais mais rico,
mas ndo entrega maior crescimento sustentado.

® 1 sou/ ¢ elevam o nivel y*.
® O g que se observa depois de 1 s é crescimento de transicao.

® O que permite crescimento sustentado é o progresso técnico — préoxima aula.

33/46



Recapitulacao

—

. A funcao de producao descreve a relacdo entre insumos e produto: Y = AF(K, L).

2. Retornos marginais decrescentes: mais K ou L aumenta Y, mas cada unidade extra rende menos.
3. Retornos marginais # retornos de escala.

4. A: conhecimento tecnolégico e eficiéncia no uso dos recursos (PTF).

5. Modelo de Solow e equilibrio estacionario.

6. Mais poupanca: pais mais rico, mas sem crescimento maior.

Proxima aula: condicionantes do crescimento sustentado.
Leitura: Acemoglu et al. (caps. 7-8 ou 21-22).
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Exercicios



Exercicio 1 - enunciado

Resolvam sozinhos ou em duplas - 12 min - sem entrega

Seja uma economiacom A =10, K =8e L = 8.

Considere trés funcdes de producio diferentes:

a) AF(K,L) = A(K + L), b)AF(K,L)=AK'Y3L*3 ¢ AF(K,L)= AK'Y3L'/3,

1. Calcule Y em cada uma.

2. Calcule os novos produtos Y se K e L dobrarem.

3. Calcule os novos produtos Y se K dobra e L fica constante.
4

. Discuta os resultados, usando o vocabulario da aula de hoje.
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Exercicio 1 - solucio (item 1)

Ponto inicial: A =10, K =8, L =8.
Lembre que 81/3 = 2 e 82/3 = 4.

a) Y =10(8 4 8) = 160.

b) Y =10-8Y/38%% =10-2-4 = 80.

c) Y=10-8Y38Y3=10-2.2=40.

Mesmos A, K, L — aformade F mudaoY.
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Exercicio 1 - solucio (item 2)

K e L dobram: K = 16, L = 16.

16'/% ~ 2,52 e 16%/° ~ 6,35.

a) Y =10(16 + 16) = 320. Era 160 = Dobrou.
AF(2K,2L) = 2AF (K, L) — CRS.

b) Y =10-16'216*3 =10 - 16 = 160. Era 80 = Dobrou.
AF(2K,2L) = 2AF (K, L) — CRS (expoentes somam 1).

c) Y =10-16"316'/3 = 10-16%/® ~ 63,5. Era 40 = Nao dobrou.

AF(2K,2L) < 2AF (K, L) - DRS (expoentes somam 2/3 < 1).
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Exercicio 1 - solucio (item 3)

S6 K dobra: K =16, L = 8.

a) Y =10(16 + 8) = 240. Era 160 = nao dobrou.
PMgK constante.

b) Y =10-16'/28%/% ~ 102,52 - 4 = 100,8. Era 80 = nao dobrou.

PMgK decrescente.

c) Y =10-16"38Y% ~10-2,52 - 2 = 50,4. Era 40 = nio dobrou.
PMgK decrescente.
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Exercicio 1 - solucao (item 4)

e Rendimentos de escala (os dois insumos sobem):
(a) e (b) sdo CRS; (c) € DRS.

® Produto marginal (s6 K sobe):

Nenhuma dobra. Em (a) o PMgK é constante. Em (b) e (c), PMgK ¢é decrescente.

® CRS # PMg. Funcao de producao linear ndo tem PMg decrescente.
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Exercicio 2 — enunciado

Resolvam sozinhos ou em duplas - 15 min - sem entrega

Desenhe o diagrama de Solow para uma economia com A4, J, e s dados.

Desenhe o que acontece quando:

1. 1 s. O que acontece com k™, y* e com g, na transi¢ao e no novo estacionario?

2. L aumenta (uma vez) de Lo para L;.
Desenhe e discuta:
® na versdo em nivel (eixos K, sY e 6 K);
® na versdo intensiva (eixos k, sy e dk);

® 0 que acontece com gy € gy.
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Exercicio 2 - solucdo (item 1): 1 s

1. sy sobe (mesmo y, maior s).
2. 0k nao se mexe.
3. Novo cruzamento a direita: kf > k.

4. y* = A(k*)™ sobe.

5. Transicao: g, > 0. Novo estacionario: g, = 0.
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Exercicio 2 - solucao (item 2): nivel

L sobe uma vez; K é o estoque ja instalado (ndo salta).

1.
2.

No impacto: mais trabalhadores, mesmo K = Y = AF(K, L) sobe.

Investimento em nivel: sY = sAK*L1~2.
Com L maior, a curva sY (em funcio de K) sobe.

. Depreciacdo § K: a reta ndo se mexe.

Novo cruzamento: K* sobe (mais capital agregado para equipar mais gente).

Y* também sobe. E o mesmo k*, vezes um L maior (CRS).
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Exercicio 2 - solucdo (item 2): intensiva

No diagrama (k, sy) as curvas nao dependem de L:

sy = sAk“, ok.

1. sy e §k ficam onde estavam. £* ndo muda.
2. Noimpacto, k = K/L cai (mesmo K, maior L): o ponto salta para a esquerda de k*.

3. Aesquerda: sy > 0k = k sobe de volta até o mesmo k*.

&

y* de longo prazo: igual ao de antes.

Nivel: Y* sobe. Por trabalhador: y* ndo muda.
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Exercicio 2 - solucao (item 2): crescimento

1. No impacto: Y sobe; y = Y/L cai.
2. Na transicao: k se recompde rumo a k*: g, > 0e gy > 0.

3. No estacionario: k e y constantes = g, = 0.
L de novo constante = Y = yL constante = gy = 0.

Mais trabalhadores: economia maior, ndo mais produtiva por pessoa.

E n3o é crescimento populacional: L ndo continua crescendo.
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Exercicio 3 - enunciado

Resolvam sozinhos ou em duplas - 10 min - sem entrega

Dois paises tém o mesmo A e o mesmo §, mas taxas de poupanca diferentes.

1. Qual dos dois é mais rico no estado estacionario? Por qué?

2. Sem progresso técnico, qual tem maior crescimento de y no longo prazo?
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Exercicio 3 - solucao

1. Quem é mais rico? O de maior s.

Mesmo A e mesmo 4: a reta §k é a mesma, a curva sy do pais parcimonioso esta mais alta.
Cruzamento mais a direita = k£* maior = y* = A(k™)® maior.

2. Quem cresce mais no longo prazo? Nenhum dos dois.

Sem 1 A, os dois estdo parados em k*: g, = 0 nos dois estacionarios.
A diferenca de s é diferenca de nivel, ndo de crescimento eterno.

Mais poupanca = pais mais rico, ndo mais crescente para sempre.
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